Lietuvos mokiniy matematikos olimpiada
Savivaldybiy etapo uZduotys 9-10 klasei
2023 m.

1 uzdavinys. Kiekviename 4 x4 lentelés langelyje jrasytas vienas is skaiciy 1, 2, 3, 4.
Jokie du skaiciai, esantys vienoje eilutéeje arba viename stulpelyje, néra lygus. Paveiks-
lelyje parodyti penki jrasytieji skaiciai. Kiek yra tokiy lenteliy?

1
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2 uzdavinys. Agota lentoje uzrasé naturaliuosius skaic¢ius nuo 1 iki 13. Penkis i
siy skaiciy ji padaugino i$ 3, o likusius astuonis padaugino i 7. Ar gali visy gauty
sandaugy suma buti lygi a) 435; b) 4337

3 uzdavinys.

a) Staciakampis ABC'D sudarytas i$ kvadraty, kuriy kiekvieno perimetras yra
naturalusis skaicius. Ar butinai staciakampio ABCD perimetras yra natura-
lusis skaicius?

b) Kvadratas ABC'D sudarytas i$ mazesniy kvadraty, kuriy kiekvieno perimetras
yra naturalusis skaicius. Ar butinai kvadrato ABCD perimetras yra natura-
lusis skaicius?

4 uzdavinys. Raskite lygciy sistemos

z(y+z+1)=y*+22—5,

y(z+x+1)=22+2% -5,

Hrty+1)=a+y*-5
(

visus sveikuosius sprendinius (z,y, z).

5 uzdavinys. Duoti tokie naturalieji skaiciai a, b, x ir y, kad skaicius axz+by dalijasi
i a® 4 b?. Jrodykite, kad skaic¢iai a® + b% ir 2% + y? turi bendrg daliklj, didesnj uz 1.

Kiekvienas uzdavinys vertinamas 5 taskais.



Lietuvos mokiniy matematikos olimpiada
Savivaldybiy etapo uzduoliy 9-10 klasei sprendimai
2023 m.

1 uzdavinys. Kiekviename 4 x4 lentelés langelyje jrasytas vienas is skaiciy 1, 2, 3, 4.
Jokie du skaiciai, esantys vienoje eilutéje arba viename stulpelyje, néra lygus. Paveiks-

lélyje parodyti penki jrasytieji skaiciai. Kiek yra tokiy lenteliy?

1

2|1
3
4

Sprendimas. Lentelés pirmame ir antrame stulpeliuose skaiciai gali buti jrasyti vie-

ninteliu budu (7r. pav.).

112 A
21
413

B
314

3 4 4 3
Kvadrato A skaiciai gali buti 43 arba 5 4’ o kvadrate B skaiciai gali buti

2 1
arba 1 9 (Zzr. pav.). Nesunku jsitikinti, kad kiekviena is tokiy 2 -2 = 4 lenteliy

tenkina uzdavinio salyga.
Ats.: 4.

2 uzdavinys. Agota lentoje uzrasé naturaliuosius skaicius nuo 1 iki 13. Penkis is
siy skaiciy ji padaugino i$ 3, o likusius astuonis padaugino i 7. Ar gali visy gauty
sandaugy suma buti lygi a) 435; b) 4337

Sprendimas. Visy skaiciy, kuriuos Agota padaugino is 3, sumg pazymékime s. Tuo-
met visy skaiciy, kuriuos Agota padaugino i§ 7, suma lygi 1 +2+---+13—s =91 —s.

a) Tarkime, kad visy gauty sandaugy suma lygi 435. Tuomet 3-s+7-(91—s) = 435.
Is ¢ia gauname, kad s = % = 50,5. Priestara. Vadinasi, visy lentoje gauty skaiciy
suma negali buti lygi 435.

b) Tarkime, kad visy gauty sandaugy suma lygi 433. Tuomet 3-s+7-(91—s) = 433.

Is c¢ia gauname, kad s = 51. Taigi visy skaiciy, kuriuos Agota padaugino i$ 3, suma



lygi 51. Pavyzdziui, 54+ 10+ 11412413 = 51. IS tiesy Agota galéty uzdavinio salygoje
nurodytu budu padauginti skaicius is 3 arba 7, kad sandaugy suma buty lygi 433:

3-50+104+114+12+13)+7-(14+24+3+4+6+7+8+9) =433.

Ats.: a) ne; b) taip.

3 uzdavinys.

a) Staciakampis ABC'D sudarytas is kvadraty, kuriy kiekvieno perimetras yra na-
turalusis skaic¢ius. Ar butinai staciakampio ABCD perimetras yra naturalusis
skaicius?

b) Kvadratas ABCD sudarytas i$ mazesniy kvadraty, kuriy kiekvieno perimetras
yra naturalusis skai¢ius. Ar butinai kvadrato ABC' D perimetras yra naturalusis
skaiéius?

Sprendimas. a) Nebutinai. Imkime du vienodus kvadratus, kuriy krastinés ilgis

lygus i. Kiekvieno is juy perimetras lygus 4 - i 1. Is siy kvadraty sudarykime
1

;1 ir 2. 1 = 1. Tokio staciakampio perimetras

N | = H

staciakampj, kurio krastiniy ilgiai yra
lygus 2- 1 +2-5 =1,5.

b) Butinai. Nagrinékime visus mazesniuosius kvadratus, kuriy viena krastiné yra
kvadrato ABCD krastinéje AB. Ju krastiniy ilgius pazymékime aq,as,...,a,. Ta-
da AB = a; + as + -+ + a,. Remiantis uzdavinio salyga, atitinkami perimetrai
4ay,4as, ..., 4a, yra naturalieji skaiciai. Todeél ir kvadrato ABC'D perimetras

A4AB = 4(ay + ag + -+ - + a,) = 4ay + 4das + - - - + 4a,
yra naturalusis skaicius.

Ats.: a) ne; b) taip.

4 uzdavinys. Raskite lygciy sistemos

a(y +z+1) =y* +2° =5,
y(z+z+1)=22+22-5,
2z+y+1)=249y*—5

visus sveikuosius sprendinius (z,y, z).



Sprendimas. Tarkime, kad (z,y, z) yra duotosios lygciu sistemos sveikasis sprendinys.

IS jos pirmosios lygties atimkime antraja, o lygciy skirtuma suprastinkime:

(zy +x2+2) — (y2 +yr +y) = (¥ + 2* = 5) — (> + 2° = 5),

asz—yz+x—y:y2—x2,

(z—y)(z+1)=(y —2)(y + ),
(x—y)z+y+2z+1)=0.

Panasiai gauname, kad (y — z)(x +y+2+1)=0ir (z —z)(x+y+2z+1) =0. Jei
r+y+z+1#0, tal z =y = 2. [ lygciy sistemos pirmaja lygtj jrase y = x ir
z = x, gauname lygtj z(2z + 1) = 22% — 5. I$ ¢ia randame x = —5. Gavome sprendinj
(x,y,2) = (=5, =5, =b).

Tarkime, kad z +y + 2+ 1 = 0. Tada y + 2z + 1 = —x. Sia israiska jrase i lygciy
sistemos pirmaja lygti, gauname

r(—x) =1y* + 2% — 5,
v +y? + 22 =5,

Duotoji lygciy sistema yra simetriska nezinomuyju x, y, z atzvilgiu, t. y. jei kuriuos
nors du is jy sukeisime vietomis, sistema nepasikeis. Todél uztenka rasti sprendinius,
tenkinancius salyga 2% > y? > 2% likusius sprendinius rasime, visais jmanomais budais
sukeisdami gautas x, y, z reikSmes vietomis.

Taigi tarkime, kad 22 > y? > 22. I8 lygybés 22 + 4% + 22 = 5 gauname 22 =4, y> = 1
ir 22 =0. Todél x = £2, y = *1 ir 2 = 0. Kadangi x +y + 2z + 1 = 0, tai tinka
tik sprendinys (z,vy, z) = (—2,1,0) ir dar penki sprendiniai, gaunami skaicius —2, 1, 0
surasius kita tvarka.

Visi 7 gauti sprendiniai tenkina duotaja lygciy sistema.
Ats.: (=5,-5,-5), (—=2,1,0), (—2,0,1), (1,-2,0), (0,—2,1), (1,0,—-2), (0,1, —2).

5 uzdavinys. Duoti tokie naturalieji skaiciai a, b, x ir y, kad skaic¢ius ax + by dalijasi
i a? 4 b?. Jrodykite, kad skai¢iai a? + b? ir 22 4 2 turi bendrg daliklj, didesnj uz 1.

Pirmas sprendimas. Kadangi ax + by dalijasi i§ a® + b?, tai skaicius
(az + by)(ay + bz) = a’xvy + abx® + bay® + b’yx = zy(a® + b*) + ab(z? + y°)

dalijasi is a® + b2. Todél ir skaicius ab(x?® + y?) dalijasi i§ a® + b%. Jei skaiciy a® + b? ir
2?2 + y? didZiausias bendras daliklis lygus 1, tai skai¢ius ab dalijasi i§ a® 4 b%. Taciau
taip buti negali, nes ab < 2ab = a* + b*> — (a — b)? < a® + b*. Vadinasi, skaiciai a® + b?
ir 22 + 92 turi bendra daliklj, didesnj uz 1.



Antras sprendimas. Kadangi ax + by dalijasi i§ D = a® + b2, tai
ax+by=0 (mod D), a>+bv* =0 (mod D),
ar = —by (mod D), a® = —b* (mod D),
a’2? = (ax)? = (—by)? = b*y* = —a®y* (mod D), a(x* +y*) =0 (mod D).
Jei skai¢iy a®+b? ir 22 +y? didZiausias bendras daliklis lygus 1, tai skai¢ius a? dalijasi
i a® + b?. Taciau taip buti negali, nes a? < a® + b*. Vadinasi, skaiciai a® + b? ir 2% + y?

turi bendra daliklj, didesnj uz 1.



Lietuvos mokiniy matematikos olimpiada
Savivaldybiy etapo uzduotys 11-12 klasei
2023 m.

1 uzdavinys. Naturalyjj skaic¢iy n vadinsime naujametiniu, jei 20-ies maziausiy
naturaliyjy skaiciy, didesniy uz n, suma dalijasi iS 23. Nustatykite 102-3ji maziausia
naujametinj naturalyjj skaiciy.

2 uzdavinys. Skaic¢iy n vadinsime Sauniu, jei tai yra septynzenklis skaicius n =
= ABCDFEFG, kurio kiekvienas skaitmuo lygus 1, 2, 3 arba 4 ir kuriam teisingos
nelygybeés

A#4#B#C#D#FE#F#(, A#£C#FE #G, B+#D#F.
a) Kiek yra sauniy skai¢iy?
b) Kiek yra Sauniy skaiciy, turinciy visus keturis skaitmenis 1, 2, 3, 47

3 uzdavinys. a) Nustatykite, ar Sis teiginys teisingas: kiekvienas lygiagretainis
ABCD, kurio jstrizainéje BD yra trikampio ABC' jbréztinio apskritimo centras, yra
rombas.

b) Nustatykite, ar Sis teiginys teisingas: kiekvienas lygiagretainis ABCD, kurio
istrizainéje BD yra trikampio ABC apibréztinio apskritimo centras, yra rombas.

4 uzdavinys. Urté tam tikra tvarka surasé skaicius 1, 2, 3, ..., 30 ir taip gavo seka
ai,as,as, ..., as. Tada Ugne issprendeé 15 kvadratiniy lygéiy 22 —ag;_12+a9; = 0, kur
1=1,2,3, ..., 15, ir atskirai kiekvienai lygciai uzraseé visus jos realiuosius sprendinius

(du, vieng arba né vieno). Urté apibraukeé tuos Ugneés uzrasytus skaic¢ius, kurie didesni
uz 20. Nustatykite, kiek daugiausiai Ugnés uzrasyty skaiciy galéjo buti apibraukta.

5 uzdavinys. Skaiciai P ir ) vadinami pirminiais dvyniais, jei tai pirminiai skai-
¢iai, kuriems |P—Q)| = 2. Kiekvienam naturaliajam skaic¢iui n > 1 skaic¢iy1,2,3,...,n
maziausig bendra kartotinj pazymékime M (n). Nustatykite visas pirminiy dvyniy po-
ras (p, q), kurioms ¢ > p ir M(q) > qM (p).

Kiekvienas uzdavinys vertinamas 5 taskais.



Lietuvos mokiniy matematikos olimpiada
Savivaldybiy etapo uzduoCiy 11-12 klasei sprendimai
2023 m.

1 uzdavinys. Naturalyjj skai¢iy n vadinsime naujametiniu, jei 20-ies maziausiy na-
turaliyjy skaic¢iy, didesniy uz n, suma dalijasi iS 23. Nustatykite 102-3ji maziausig
naujametinj naturalyjj skaiciy.

Sprendimas. Naturalusis skaicius n yra naujametinis tada ir tik tada, kai skaicius
m+1)+n+2)+...+(n+20)=20n+(1+20)+ (2+19)+...+ (10 +11) =
= 20n + 21 -10 = 20n + 210 = 20n — 20 4 230 = 20(n — 1) + 230
dalijasi is 23, taigi kai 20(n — 1) dalijasi i$ 23. Remiantis lygybe DBD (20,23) = 1,
skaic¢ius 20(n — 1) dalijasi i$ 23 tada ir tik tada, kai is 23 dalijasi skai¢ius n — 1, taigi
kai skaicCius n dalijasi iS 23 su liekana 1. Vadinasi, naujametiniai skaiciai — tai visi

naturalieji skaic¢iai, kurie dalijasi i$ 23 su liekana 1.

Naujametiniai skai¢iai sudaro seka (aritmetine progresija) 1, 24, 47, 70, ... Jos nariai
lygus 1423k, kur k£ = 0, 1, 2, ... Sekos 102-asis narys lygus 1+23-101 = 1+2323 = 2324.
Tai ir yra ieskomas naujametinis skaicius.

Ats.: 2324.

2 uzdavinys. Skaic¢iy n vadinsime Sauniu, jei tai yra septynzenklis skaicius n =
= ABCDFEFG, kurio kiekvienas skaitmuo lygus 1, 2, 3 arba 4 ir kuriam teisingos
nelygybés

A4B#AC#D4E4F+#G, A£C#E+G, B#D#F.

a) Kiek yra Sauniy skaiciy?
b) Kiek yra sauniy skaiciy, turin¢iy visus keturis skaitmenis 1, 2, 3, 47

Sprendimas. a) Visus Saunius skai¢ius ABCDEFG galima gauti taip: laisvai pa-
sirenkame A € {1,2,3,4} (4 galimybés), tada pasirenkame B # A (3 galimybés), o
toliau is eilés pasirenkame C', D, FE, F, GG. Kiekvienam is Siy 5 skaitmeny turime po
dvi galimybes: rinkdamiesi C, turime atmesti skaitmeny A ir B reikSmes (¢ia A # B);
rinkdamiesi D — skaitmeny B ir C reiksmes (¢ia B # C'); ir t. t. Vadinasi, i$ viso yra
4-3.25=12-32 = 384 Saunis skaiciai.

b) Jei skai¢ius ABCDEFG yra $aunus, tai skaitmenys A, B, C yra skirtingi. Visus
Saunius skai¢ius ABCDEFG, kurie turi tik tris skirtingus skaitmenis, galima gauti taip:
laisvai pasirenkame A € {1,2,3,4} (4 galimybés), pasirenkame B # A (3 galimybés),
pasirenkame C', kuriam C # A, C' # B (2 galimybés), o toliau turime imti D = A



(nes D # B, D # C) ir analogiskai i$ eilées F = B, F = C', G = A. Vadinasi, yra i$
viso 4 - 3 - 2 = 24 Ssaunus skaiciai, turintys tik tris skirtingus skaitmenis. Pasiremkime
a) dalimi: Sauniy skaiciy, turin¢iy visus keturis skaitmenis 1, 2, 3, 4, yra 384 —24 = 360.

Ats.: a) 384; b) 360.

3 uzdavinys. a) Nustatykite, ar Sis teiginys teisingas: kiekvienas lygiagretainis
ABCD, kurio jstrizainéje BD yra trikampio ABC' jbréztinio apskritimo centras, yra
rombas.

b) Nustatykite, ar Sis teiginys teisingas: kiekvienas lygiagretainis ABC D, kurio jstri-
zainéje BD yra trikampio ABC' apibréztinio apskritimo centras, yra rombas.

Sprendimas. a) Nagrinékime bet kokj lygiagretaini ABC'D, kurio jstrizainéje BD
yra trikampio ABC' jbréztinio apskritimo centras I (Zr. pav.). Taske I kertasi tri-
kampio ABC' pusiaukampinés, todél ZABD = ZCBD. Kita vertus, i$ lygiagre-
tainio krastiniy AD ir BC' lygiagretumo isplaukia, kad ZCBD = ZADB. Todél
LABD = ZADB, ir trikampis ABD yra lygiasonis. Lygiagretainio ABC'D visos kras-
tinés lygios: CD = AB = AD = BC. Vadinasi, Sis lygiagretainis yra rombas. Tai
irodo, kad duotasis teiginys yra teisingas.

A D

A D
a) b) Q

B C

B C

b) Nagrinékime tokj lygiagretainj ABC'D, kuris yra stac¢iakampis, bet néra rombas
(AB # BC(C). Trikampis ABC yra statusis, todél jo apibréztinio apskritimo centras O
yra jzambinés AC vidurio taskas. Lygiagretainio ABCD jstrizainés dalija viena kita
pusiau, todél O yra ju sankirtos taskas (zr. pav.). Vadinasi, trikampio ABC apibréztinio
apskritimo centras yra jstrizainéje BD, bet lygiagretainis ABC'D néra rombas. Tai
irodo, kad duotasis teiginys néra teisingas.

Ats.: a) taip, teiginys teisingas; b) ne, teiginys néra teisingas.

4 uzdavinys. Urté tam tikra tvarka surase skaicius 1, 2, 3, ..., 30 ir taip gavo seka
a1,as,as, . ..,as. Tada Ugneé iSsprendé 15 kvadratiniy lygéiy 22 — agi_12 + as; = 0, kur
1 =1, 2,3, ..., 15, ir atskirai kiekvienai lygciai uzraseé visus jos realiuosius sprendinius

(du, vieng arba né vieno). Urté apibrauké tuos Ugnés uzrasytus skaic¢ius, kurie didesni
uz 20. Nustatykite, kiek daugiausiai Ugnes uzrasyty skaic¢iy galéjo buti apibraukta.



Sprendimas. Nagrinékime bet kuria iS 15 duotyjy lygéiuy ir tarkime, kad ji turi
sprendinj x = x; > 20. Tada ji turi sprendinj x = x5 (galbut lygu x;), kuriam,
remiantis Vijeto teorema, teisingos lygybés ag;_1 = x1 + x9 ir agy; = x129. Kadangi
asi—1, a9 € [1;30], tai:

1) wo = ag;—1 — x1 < 30 — 20 < 20;
2) To =2 > 01ir agi-1 = x1 + 22 > 21 > 20.

Atitinkamai galima padaryti tokias dvi iSvadas apie 15 lyg¢iy ir ju sprendinius:

1) kiekviena lygtis 22 — ag; 17 + ag; = 0 turi daugiausiai vieng sprendinj, didesnj
uz 20;
2) lygciy 2 — ag; 17 + ag; = 0, turinciy sprendinj, didesnj uz 20, gali buti daugiau-
siai 10: tik jei ag;—1 = 21, 22, 23, ..., 30.
Vadinasi, Urté apibrauké ne daugiau nei 10 skaiciy.

Kita vertus, Urté galéjo apibraukti 10 skaic¢iy. Tai pagrisime pavyzdziu. Jau zinome,

kad butinai turime imti 10 reiksSmiy ag; 1 = 21, 22, 23, ..., 30. IS eilés imkime a; = 21,

az = 22, a5 = 23, ..., ayg = 30 ir parinkime ao, a4, ag, ..., as, kad atitinkamy

agi—1+4/a3,_; —4as;
2

naturalu pasirinkti maziausias galimas ag; reikSmes: ay = 1, ay = 2, ag = 3, ..

aso = 10. Tada

10 lygciu (didesniuosius) sprendinius gautume kuo didesnius. Tam

)

agi—1 + /a3y —4az 204 20
N e T R

kai (2 —1,2i) = (1,2), (3,4), ..., (19,20). Nelygybés uztikrina, kad 10 is 15 duotuju
lygciy turéty po sprendinj, didesnj uz 20.
Ats.: 10.

5 uzdavinys. Skaiciai P ir () vadinami pirminiais dvyniais, jei tai pirminiai skaiciai,
kuriems |P — Q| = 2. Kiekvienam naturaliajam skaic¢iui n > 1 skaiciy 1, 2, 3, ..., n
maziausia bendra kartotinj pazymékime M (n). Nustatykite visas pirminiy dvyniy po-
ras (p,q), kurioms ¢ > p ir M(q) > qM (p).

Sprendimas. Tarkime, kad p ir ¢ yra pirminiai dvyniai, ¢ > p, M(q) > ¢M(p). Tada
q = p+ 2. Susiekime M(q) su M(q —1) = M(p+ 1). Skaic¢ius M(q — 1) dalijasi is
skaic¢iy 1, 2, ..., ¢ — 1, todél skai¢ius ¢M (q — 1) yra skai¢iy 1, 2, ..., ¢ — 1, ¢ bendras
kartotinis ir negali buti mazesnis nei M (q):

qM(p+1)=qM(q—1) > M(q) > qM(p),  M(p+1)> M(p).

(Is tiesuy skaicius ¢M (q — 1) netgi turi sutapti su skaiciy 1, 2, ..., ¢ — 1, ¢ maziausiu
bendru kartotiniu M (q), bet ¢ia to nebutina pastebéti.)



Tarkime, kad skaic¢ius p+ 1 turi bent du skirtingus pirminius daliklius. Tada p+1 =
= mymag, kur my ir my yra tarpusavyje pirminiai naturalieji skaiciai, mazesni nei p + 1.
(Pavyzdziui, turint skaidinj pirminiais daugikliais p + 1 = p{'p5?...pi* galima imti
my = pit ir mg = p3?...pp*F.) Tadiau M(p) dalijasi i$ kiekvieno naturaliojo skaiiaus,
mazesnio nei p+ 1, todél M (p) dalijasi is m; ir ms, o kadangi Sie du skaiciai tarpusavyje
pirminiai, tai ir i§ mymge = p + 1. Tad M(p) yra skai¢iu 1, 2, ..., p, p+ 1 bendras
kartotinis, ir M(p) > M(p+ 1) > M(p). Gavome priestara. Vadinasi, p + 1 turi
vienintelj pirminj daliklj ir yra to daliklio laipsnis (su naturliuoju rodikliu).

Jei p = 2, tai skai¢ius ¢ = p + 2 = 4 néra pirminis, todél pirminis skaic¢ius p yra
nelyginis. Pirminio skaic¢iaus laipsnis p + 1 dalijasi i$ 2, todél tai yra dvejeto laipsnis:
p+ 1 = 2% kur skai¢ius a naturalusis. Tarp trijy is eilés einanciy naturaliyjy skaiciy
p=2*—1,2% qg=2%+1 turi buti vienas, kuris dalijasi i§ 3. Tai ne 2%, todél vienas i$
pirminiy skai¢iy p ir ¢ dalijasi iS 3 bei turi buti lygus 3. Jeiq=3,taip=q¢—2=1—
netinka. Vadinasi, p = 3, ¢ = 5 yra vienintelés galimos reikSmés. Jos tenkina uzdavinio
salyga: ¢ > pir M(q) =60 >5-6 =qM(p).

Ats.: (3,5).



